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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ.253 

Α2. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ.191 

Α3. Βλέπε σχολικό βιβλίο σελ.258 

Α4. α) Σωστή 

       β) Σωστή 

       γ) Λάθος 

       δ) Λάθος 

        ε) Λάθος 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

Β1.  4)1z)(1z()1z)(1z(41z1z
22

41zzzz1zzzz   
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 . 

        Άρα ο γεωμετρικός τόπος των μιγαδικών  z είναι ο κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων 

        και ακτίνα  1ρ  . 

 

Β2.  Είναι  1zz 21  . 
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Β3. Έστω Ry,x,yixw   

         6yi3x212yi6x412)yix(5yix12w5w  

        1
4

y

9

x
36y9x46y9x4

22
2222  . 

        Έτσι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών  w  είναι η έλλειψη με εξίσωση 
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        Α΄ τρόπος 

        Τα σημεία τομής της έλλειψης με τους άξονες προκύπτουν εύκολα ότι είναι 

        τα  )2,0(B,)2,0(B,)0,3(A,)0,3(A  . 

                                                     

        Το  w  εκφράζει την απόσταση της εικόνας του  w  από την αρχή των αξόνων. 

        Έτσι γίνεται μέγιστο και ίσο με  3 , όταν η εικόνα του  w  είναι το  AτοήA   και  

        ελάχιστο και ίσο με  2 , όταν η εικόνα του  w   είναι το  BτοήB  . 

 

        Β΄ τρόπος 

        Είναι  36y9x4 22     (1) 
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 .  Άρα  2w  . 

        Έτσι η ελάχιστη τιμή του  w   είναι ίση με  2  και είναι  2w    όταν  0x  , δηλαδή 

        όταν  i20w    ή  i20w  . 
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 .  Άρα  3w  . 
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        Έτσι η μέγιστη τιμή του  w   είναι ίση με  3  και είναι  3w    όταν  0y  , δηλαδή 

        όταν  i03w    ή  i03w  . 

 

Β4. Είναι  3w2   

        Έτσι  w1wzwz      (1) 

        41w3w      (2) 

        Από τις  (1)  και  (2)  προκύπτει   4wz   

        Επίσης  1ww1wzwz      (3), αφού  1w  . 

        11w2w      (4) 

        Από τις  (3)  και  (4)  προκύπτει  1wz  . 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1.  Η  f  είναι συνεχής στο  ),0(   ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συνεχών συναρτήσεων. 

        Για κάθε  
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        Προφανώς  0)1(f   

        Η  f   είναι συνεχής ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συνεχών συναρτήσεων. 
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        Άρα η  f   είναι γνησίως αύξουσα. 

        0)x(f)1(f)x(f1x0   

        0)x(f)1(f)x(f1x   

         Άρα η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο   1,0  και γνησίως αύξουσα στο  ,1 . 

         Η  f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο   1,0  , άρα 
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         Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  ),1(   , άρα 
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        Έτσι           ,1),1(f1,0f),0(f . 

 

Γ2.  Στο  ),0(   η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα   20131x20131x elnxlnex  

        2012)x(f20131)x(f2013xln)1x(   

        Επειδή    1,0f2012   προκύπτει ότι η εξίσωση  2012)x(f    έχει μία τουλάχιστον 

        λύση στο   1,0  , που είναι και μοναδική στο διάστημα αυτό, αφού η  f  είναι γνησίως 

        φθίνουσα στο   1,0 . 

        Επειδή  )),1((f2012    προκύπτει ότι η εξίσωση  2012)x(f    έχει μία τουλάχιστον 

        λύση στο  ),1(    , που είναι και μοναδική στο διάστημα αυτό, αφού η  f  είναι γνησίως 

        αύξουσα στο ),1(   . 

        Άρα η εξίσωση  2012)x(f    έχει δύο ακριβώς θετικές λύσεις , το ίδιο και η ισοδύναμη   

        της στο  ),0(   εξίσωση  20131x ex  . 

         

Γ3.  Είναι  ),1(xκαι01)1(fύαφο,)1,0(x 21  . 

        Επίσης  2012)x(f 1    και  2012)x(f 2   

 

       Α΄ τρόπος 

        Θεωρώ  0x,2012)x(f)x(f)x(h   

        Η  h  είναι συνεχής στο   21 x,x   ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων 

        0)x(fύαφο,0)x(f20122012)x(f2012)x(f)x(f)x(h 11111   

        για κάθε  )1,0(x . 

        0)x(fύαφο,0)x(f20122012)x(f2012)x(f)x(f)x(h 22222   

       για κάθε  ),1(x  . 

         Άρα  )x(h 1 0)x(h 2    και σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano  προκύπτει ότι υπάρχει 

        )x,x(x 210   τέτοιο ώστε  2012)x(f)x(f0)x(h 000  . 

 

 



        Β΄ τρόπος 

        Θεωρώ  0x,e2012e)x(f)x(h xx   

          Η  h  είναι συνεχής στο   21 x,x   ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ  συνεχών συναρτήσεων. 

          Η  h  είναι παραγωγίσιμη στο )x,x( 21  ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ παραγωγίσιμων 

            συναρτήσεων με  xxx e2012e)x(fe)x(f)x(h   
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         Άρα  )x(h 1 )x(h 2   και σύμφωνα με το θεώρημα Rolle  προκύπτει ότι υπάρχει 
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Γ4.  0x,xln)1x()x(g   

       1x0xln)1x(0)x(g   

       Η  g  είναι συνεχής στο   e,1   ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 

        Για κάθε   e,1x   είναι  0xlnκαι01x   

        Άρα  0)x(g    για κάθε   e,1x . 

        Έστω  Ω  το χωρίο που περικλείεται από τη ,Cg  τον xx  και τις ευθείες 1x    και  ex  . 
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ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1.  Για κάθε  
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        Η  f  είναι συνεχής στο ),0(  , άρα η  
x
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dt)t(f   είναι παραγωγίσιμη στο  ),0(  . 

        Η  
 1x2x
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dt)t(f   είναι παραγωγίσιμη  στο  ),0(    ως  σύνθεση των παραγωγίσιμων 

        συναρτήσεων  και1xx2   
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        Άρα η  k  είναι παραγωγίσιμη  στο  ),0(  . 

        Για κάθε  )1(k)x(k0)x(k,),0(x   

        Άρα η  k  παρουσιάζει  ελάχιστο στο  1  που είναι εσωτερικό σημείο  του  ),0(    και είναι 

        παραγωγίσιμη  στο  1 , άρα σύμφωνα με το Θεώρημα Fermat προκύπτει  0)1(k  . 
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        Η  f  είναι συνεχής στο  ),0(    και   0)x(f    για κάθε  ),0(x  .  Άρα η  )x(f   διατηρεί 

        σταθερό πρόσημο στο  ),0(  . 

        Επειδή  0
e

1
)1(f    προκύπτει  0)x(f    για κάθε  ),0(x  . 
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        συναρτήσεων. 
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        είναι παραγωγίσιμη στο  ),0(   ως διαφορά παραγωγίσιμων  συναρτήσεων. 

        Έτσι η  f  είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων  συναρτήσεων. 
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Δ3.  Η  f  είναι συνεχής στο  ),0(    και  άρα η  F  είναι παραγωγίσιμη στο  ),0(   με 

        )x(f)x(F   , άρα και συνεχής. 
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        Άρα η  F  είναι γνησίως αύξουσα  και η  F  είναι κυρτή. 



        Για  0x    είναι  x3x2x321   

        Η  F   ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος μέσης τιμής στα διαστήματα 

           x3,x2καιx2,x   για κάθε  0x    ως παραγωγίσιμη στο  ),0(  . 

        Έτσι προκύπτει ότι υπάρχουν  )x2,x(ξ1   και  )x3,x2(ξ2    τέτοια ώστε  
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Δ4.  Θεωρώ  )β3(F)β(F)x(F2)x(φ    στο  ),0(  . 

         Η  φ  είναι συνεχής στο    ),0(β2,β  . 

        β3βύαφο,0)β3(F)β(F)β(φ   

         και για κάθε  ),0(x    0)x(f)x(F  , αφού  0xxln    και  0e x   για κάθε 

        ),0(x    και άρα η  F   είναι γνησίως φθίνουσα. 

        0)β3(F)β(F)β2(F2)β2(φ    λόγω του  Δ3  ερωτήματος. 

        Έτσι  0)β2(φ)β(φ   και σύμφωνα με το Θεώρημα Bolzano προκύπτει ότι υπάρχει 

        )β2,β(ξ   τέτοιο ώστε  )β3(F)β(F)ξ(F20)ξ(φ   

        Για κάθε  ),,0(x  0)x(F2)x(φ   

        Άρα η  φ  είναι γνησίως φθίνουσα και άρα το παραπάνω  ξ  μοναδικό.  

 


