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ΘΕΜΑ Α 

Α1. α) Θεωρία. 

       β) i) Θεωρία 

          ii) Θεωρία 

Α2. Θεωρία 

Α3. Θεωρία 

Α4. α) Λάθος      
3 , x 0

f(x)
4 , x 0


 


      

           Είναι  f (x) 0    για κάθε  x ( ,0) (0, )      χωρίς όμως η  f  να είναι σταθερή. 

     β) Λάθος       
x 1 , x 0

f(x)
3 , x 0

 
 


 

         Είναι  
x 0 x 0
limf(x) lim(x 1) 1 3 f(0)
 

      

Α5. 
δ

1 2 3
α

f(x)dx Ε(Ω ) Ε(Ω ) Ε(Ω ) 2 1 3 4        

     

ΘΕΜΑ Β  

Β1. Η  y 2   είναι οριζόντια ασύμπτωτη της  fC   στο     και άρα   

       x

xx x x

1
lim f(x) 2 lim (e λ) 2 lim λ 2 0 λ 2 λ 2

e



  

 
            

 
, 

       αφού  x

x
lim e


  . 

Β2. Θεωρώ  xg(x) f(x) x e x 2     ,  x R . 

       Η  g  είναι συνεχής στο  R  ως αποτέλεσμα πράξεων μεταξύ συνεχών συναρτήσεων. 

       Για κάθε  x R ,  xg(x) e 1 0       και άρα η  g  είναι γνησίως φθίνουσα στο  R. 

       Έτσι η εξίσωση  g(x) 0 f(x) x 0      έχει μια το πολύ ρίζα στο  R. 



       2g(2) e 0  . 

       3

3

1
g(3) e 1 1 0

e

     . 

        Άρα  g(2)g(3) 0   και σύμφωνα με το Θ.Βolzano προκύπτει μια τουλάχιστον ρίζα της  g 

       στο  (2,3) . 

       Τελικά η εξίσωση  g(x) 0   έχει μία ακριβώς ρίζα στο   R, η οποία ανήκει στο  (2,3) . 

Β3. xf(x) e 2  , x R . 

       Για κάθε  x R ,  xf (x) e 0    .  Άρα η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  R, άρα  1 1  

       και άρα αντιστρέφεται. 

       x x
x ln(y 2) x ln(y 2)

y f(x) y e 2 e y 2
y 2 0 y 2

 
        

           
     

 . 

       Άρα  1f (y) ln(y 2)    ,  y 2 .  

Β4. 
u x 2 0

x 2 x 2 u 0
lim f(x) lim( ln(x 2)) lim( lnu)

  

  

  
       . 

       Άρα η  x 2   είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της  fC . 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ΘΕΜΑ Γ         

2

x 1

x α , x 1
f(x)

e βx , x 1

  
 

 
 

Γ1. Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  fD R , άρα και στο  1, στο οποίο θα είναι και συνεχής. 

      Έτσι  x 1 2

x 1 x 1 x 1 x 1
lim f(x) lim f(x) f(1) lim(e βx) lim(x α) 1 α 1 β 1 α α β

   



   
              . 

  

  

  

  

  

  

  

  

  
      

  

  

  

x   

y 

2

2

y x



3

y ln(x 2)  

xy e 2 



       Η  f  είναι παραγωγίσιμη στο  1  και έτσι θα είναι  
x 1 x 1

f(x) f(1) f(x) f(1)
lim lim R

x 1 x 1  

 
 

 
. 

       

0
x 1 x 1 x 1α β 0

D.L.H.x 1 x 1 x 1 x 1

f(x) f(1) e βx (1 α) e βx 1 β e β
lim lim lim lim 1 β

x 1 x 1 x 1 1   

  

   

       
    

  
. 

       
2 2

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

f(x) f(1) x α (1 α) x 1 (x 1)(x 1)
lim lim lim lim lim(x 1) 2

x 1 x 1 x 1 x 1        

      
     

   
. 

       Έτσι  1 β 2 β 1      και άρα  α 1 . 

 

Γ2. 
2

x 1

x 1 , x 1
f(x)

e x , x 1

  
 

 
 

       Για κάθε  x ( ,1)  ,  x 1 x 1f (x) (e x) e 1 0       . 

       Για κάθε  x (1, )  ,  2f (x) (x 1) 2x 0     . 

       Έτσι για κάθε  x ( ,1)   (1, )   είναι  f (x) 0    και η  f  είναι συνεχής στο  1, οπότε η  f 

       είναι γνησίως αύξουσα στο  R . 

       x 1

x x
lim f(x) lim (e x)

 
    , αφού  x 1

x
lim (e ) 0


 . 

       2 2

x x x
lim f(x) lim (x 1) lim x
  

     . 

       Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  R , οπότε   

       
x x

f(R) ( lim f(x) , lim f(x)) ( , ) R
 

     . 

Γ3. i) Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  R  και έτσι η εξίσωση  f(x) 0  έχει μία το πολύ ρίζα σ’ αυτό. 

         Επειδή  0 f(R)   η εξίσωση  f(x) 0   έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο  R . 

         
x

1
f([0, )) [f(0), lim f(x)) ,

e

 
    

 
. 

         Έτσι για κάθε  x [0 , )    είναι  
1

f(x) 0
e

    και άρα η εξίσωση  f(x) 0   είναι αδύνατη 

         στο  [0 , ) . Άρα η ρίζα της  0x   είναι αρνητική. 

     ii) Για  
f γν.

0 0
αύξ.

x x f(x) f(x ) f(x) 0     . 

         Έτσι για κάθε  0x (x , )  ,  0x f(x) 0   και  2f (x) 0 , οπότε η εξίσωση 

         2 2

0 0f (x) x f(x) f (x) x f(x) 0      είναι αδύνατη. 



 

 

 

 

 

 

 

 

      
Μ Μ

1 1
(ΜΟΚ) (ΟΚ)(ΜΚ) x y

2 2
   

        Έτσι το εμβαδόν του τριγώνου  ΜΟΚ  δίνεται από την συνάρτηση. 

        2 31 1 1 1
Ε(t) x(t)y(t) x(t)(x (t) 1) x (t) x(t)

2 2 2 2
     . 

        Για κάθε  t  είναι  23 1
Ε (t) x (t)x (t) x (t)

2 2
      και έτσι   

        2

0 0 0 0

3 1 3 1
Ε (t ) x (t )x (t ) x (t ) 9 2 2 28

2 2 2 2
         τ.μ. ανά sec. 

 

ΘΕΜΑ Δ   

Δ1. 2f(x) (x 1)ln(x 2x 2) αx β      ,  x R . 

       Για κάθε  x R ,  
2

2

2

2(x 1)
f (x) ln(x 2x 2) α

x 2x 2


     

 
. 

       Η  ε : y x 2     εφάπτεται της  fC   στο  Α(1,1)   και έτσι προκύπτουν: 

        f (1) 1 α 1       

        f(1) 1 α β 1 β 2      . 

Δ2. 2f(x) (x 1)ln(x 2x 2) x 2      . 

       Έστω  Ω  το χωρίο που περικλείεται από τη  fC   την  ε  και τις ευθείες  x 1   και  x 2 . 

       
2 2

2

1 1
Ε(Ω) f(x) ( x 2)dx (x 1)ln(x 2x 2) dx         . 

       Για κάθε  x [1,2]   είναι  x 1 0    και  2 2ln(x 2x 2) ln((x 1) 1) ln1 0       . 

0x(t ) 3  

0y(t ) 10  

0x (t ) 2   

2y(t) x (t) 1     

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

    

  
  

  

  

x   

y 

  

0



1

Μ

Κ



       Έτσι  

2u x 2x 22 2 2
2

1 1 1

1 1
Ε(Ω) (x 1)ln(x 2x 2)dx lnudu (u) lnudu

2 2

  

          

        
22

1 1

1 1 1 1 1
ulnu du 2ln2 ln2

2 2 2 2 2

 
     

 
 τ.μ. 

Δ3. i) Για κάθε  x R ,  
2

2

2

2(x 1)
f (x) ln((x 1) 1) 1 1

x 2x 2


       

 
,  αφού  2ln((x 1) 1) 0    

          και  
2

2

2(x 1)
0

x 2x 2




 
. 

      ii) Θέλουμε να αποδείξουμε ότι για κάθε  λ R   21 1
f λ (λ 1)ln(λ 2λ 2) λ 2

2 2

 
         

 
 

          

1
f λ f(λ)

1 1 1 1 2
f λ f(λ) f λ f(λ) 1

12 2 2 2

2

 
  

                  
   

. 

          Η  f   ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ. στο  
1

λ , λ
2

 
 

 
  για κάθε   λ R   ως  

          παραγωγίσιμη στο  R .  Έτσι προκύπτει  
1

ξ λ , λ
2

 
  
 

  τέτοιο ώστε  

1
f λ f(λ)

2
f (ξ)

1

2

 
  

   . 

          Επειδή είναι f (ξ) 1     λόγω του προηγούμενου ερωτήματος, προκύπτει το ζητούμενο. 

Δ4. 3g(x) x x 2    ,  x R . 

       Για κάθε  x R ,  2g (x) 3x 1    . 

       Έστω  1 1Α(x ,f(x )) ,  1x R   σημείο της  fC . 

       Η εφαπτομένη  ε   της  fC   στο  Α  έχει εξίσωση   

      1 1 1 1 1 1 1ε : y f(x ) f (x )(x x ) y f (x )x f(x ) x f (x )          . 

       Η  ε   θα εφάπτεται και της   gC   στο  2 2Β(x , g(x )) ,  2x R ,  εφόσον ισχύουν: 

         2 1g(x ) f (x )     (1) 

         2 1 2 1 1 1g(x ) f (x )x f(x ) x f (x )       (2) 

       Είναι  f (x) 1     για κάθε  x R ,  με το ίσον να ισχύει για  x 1   και  g(x) 1     για 

       κάθε  x R , με το ίσον να ισχύει για  x 0 . 

       Έτσι η  (1)  ικανοποιείται μόνο για  1x 1   και  2x 0 . 



 

       Οι τιμές αυτές επαληθεύουν και τη  (2)  και άρα το ζεύγος  
1 2(x ,x ) (1,0)   είναι η 

       μοναδική λύση του συστήματος. 

       ε : y g(0) g(0)(x 0) y 2 x y x 2            .  

 

 

 

 


