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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Βλέπε σχολικό βιβλίο. 

Α2. α. Ψευδής. 

       β. Η  x   είναι συνεχής στο  0, αφού είναι συνεχής στο  R  ως απόλυτο συνεχούς  

           συνάρτησης.  Όμως δεν είναι παραγωγίσιμη στο  0, αφού: 
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Α3. Βλέπε σχολικό βιβλίο. 

Α4. α) Λάθος 

    β) Σωστό 

    γ) Λάθος 

    δ) Σωστό 

    ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Η  (fog)(x)  ορίζεται αν και μόνο αν ισχύει  
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      Για κάθε  x (0,1) ,  
x x

(fog)(x) f(g(x)) f ln
1 x 1 x

 
   

  
.      

 

 



Β2. Έστω  1 2x ,x (0,1)   με  1 2h(x ) h(x ) .  Τότε θα έχουμε: 
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      Άρα η  h  είναι  1 1   και άρα αντιστρέφεται. 
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Β3. 
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      Η  φ  είναι συνεχής στο  R  ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

      Για κάθε  x R ,  
x
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      Άρα η  φ  είναι γνησίως αύξουσα στο  R,  που είναι ανοιχτό διάστημα και άρα δεν παρουσιάζει 

      ακρότατα. 

      Για κάθε  x R ,  
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      Έτσι η  φ  είναι κυρτή στο  ( ,0]   και κοίλη στο  [0, ) . 

      Η  φC   έχει σημείο καμπής το  (0,φ(0)) ,  δηλαδή το  
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Β4. 
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.  Άρα ο  x x  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της  φC   στο   . 
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       Άρα η ευθεία  y 1   είναι οριζόντια ασύμπτωτη της  φC   στο   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ Γ      

      f(x) ημx  ,  x [0,π]         f (x) συνx   ,  x [0,π]  

Γ1. Έστω  0 0Μ(x ,f(x )) ,  0x [0,π]   σημείο της  fC   και  0 0 0ε : y f(x ) f (x )(x x )     η εξίσωση 

      της εφαπτομένης της  fC   στο  Μ.  Η  ε  θα διέρχεται από το  Α  αν και μόνο αν ισχύει 
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      Έτσι θέλουμε να δείξουμε ότι η εξίσωση  
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  έχει δύο ακριβώς λύσεις 

      στο  [0,π] . 

      Θεωρώ  
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,  x [0,π] . 

      Προφανώς  g(0) 0   και  g(π) 0 . 

      Για κάθε  x (0,π) ,  
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      Έτσι η  g  είναι γνησίως μονότονη σε καθένα από τα διαστήματα  
π
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  και  
π
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      οπότε θα έχει δύο το πολύ ρίζες. 

      Τελικά η εξίσωση  g(x) 0   έχει δύο ακριβώς ρίζες, το  0  και το  π. 

      Οι εφαπτόμενες στο  (0,f(0))   και στο  (π,f(π))   έχουν εξισώσεις  

      1ε : y f(0) f (0)(x 0) y x      . 

      2ε : y f(π) f (π)(x π) y x π      . 
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Γ3. 
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      Είναι  f (x) ημx 0     για κάθε  x (0,π)   και άρα η  f  είναι κυρτή στο  [0,π] . 

      Έτσι  η  fC   θα βρίσκεται πάνω από την  2ε   με εξαίρεση το  (π,f(π)) , δηλαδή θα ισχύει 

      για κάθε  x [0,π] , f(x) x π ημx x π ημx x π 0          , με το ίσον να ισχύει για   

      x π . 



Γ4. Για κάθε  x [0,π] ,  0 ημx 1 1 ημx 0       . 

      Έτσι  για κάθε  x [1,e] , 
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      Όμως  1 1 e π     ,  αφού  e π 0  . 

      Άρα  
e

1

f(x)
dx 1 e π

x
    . 

 

ΘΕΜΑ Δ 
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Δ1. Στο [ 1,0)   η  f  έχει τύπο  3 4x   και είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. 

      Στο  (0,π]   η  f  έχει τύπο  xe ημx   και είναι συνεχής ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 
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      Έτσι  
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  και άρα η  f  είναι συνεχής στο  0. Επομένως η  f  είναι συνεχής στο  [ 1,π] . 

      Τα κρίσιμα σημεία της  f  στο  [ 1,π]   είναι τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος στα οποία η f   

      μηδενίζεται και τα εσωτερικά σημεία του διαστήματος στα οποία η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη. 

      Για κάθε  x ( 1,0)  ,  
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   και άρα η  f  δεν είναι παραγωγίσιμη στο  0. 

      Έτσι τα κρίσιμα σημεία της  f  στο  [ 1,π]   είναι το  0  και το  
3π

4
. 

    

Δ2. Στο  [0,π]   η  xe (ημx συνx)   έχει μοναδική ρίζα το  
3π

4
. 

      Έτσι ως συνεχής συνάρτηση θα διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα 
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      Η τιμή της στο  0  είναι ίση με  1  και στο  π  ίση με  πe . 

      Άρα  xe (ημx συνx) 0    για κάθε  
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      Έτσι η  f  είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  [ 1,0]   και  
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      γνησίως αύξουσα στο  
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      Στη θέση  1   παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το  f( 1) 1  , στη θέση  0  τοπικό ελάχιστο το 

      f(0) 0 , στη θέση  
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      ελάχιστο το  f(π) 0 . 

      Η  f  είναι συνεχής στο  [ 1,π]   και άρα θα έχει ολικό μέγιστο το μεγαλύτερο από τα τοπικά, 

      δηλαδή το  
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  και ολικό ελάχιστο το μικρότερο από τα τοπικά, που είναι το  0. 
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Δ3. Έστω  Ω  το χωρίο που ζητείται το εμβαδόν του. 
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Δ4. Για κάθε  x [ 1,π]    είναι  
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      Στο  [ 1,π]   η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 
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