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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελ. 262 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 141 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 246 

Α4. α) Λάθος 

      β) Σωστή 

      γ) Λάθος 

      δ) Σωστή 

      ε) Σωστή 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Για κάθε  x R ,  
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       Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα στο  ( ,0]−   και γνησίως αύξουσα στο  [0, )+ . 

       Η  f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο  0x 0=   με τιμή  f(0) 0= .   
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Β2. Για κάθε  x R ,  
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       Η  f  είναι κοίλη σε καθένα από τα διαστήματα  
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       Η  f  παρουσιάζει σημεία καμπής τα  
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Β3. Η  f  είναι συνεχής στο  R , άρα η  fC   δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες.  Έτσι θα 

       ψάξουμε για οριζόντιες – πλάγιες στο  +   και στο  − . 
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       Επομένως η  y 1=   οριζόντια ασύμπτωτη της  fC   στο   . 
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ΘΕΜΑ Γ 

      Είναι  lnx x 1 −   για κάθε  x (0, ) + , με το ίσον να ισχύει μόνο για  x 1= . 

      Βάζοντας όπου  x   το  xe   προκύπτει  x x xlne e 1 e x 1 −   +    (1)   για κάθε  x R , 

      με το ίσον να ισχύει μόνο για  x 0= . 

Γ1. Από την  (1)  προκύπτει  
2x 2e x 1 +   για κάθε  x R   με το ίσον να ισχύει μόνο για 

      2x 0 x 0=  = .  Έτσι για  x 0   είναι  
2x 2e x 1 + . 

      Άρα μοναδική λύση της εξίσωσης είναι το  0. 

Γ2. Για κάθε  x R ,  
22 x 2 2f (x) (e x 1)= − − 

2 2x 2 x 2f(x) e x 1 f(x) e x 1= − −  = − −    (2) 

      Από τη  (2)  προκύπτει ότι  f(x) 0   για κάθε  x 0 . 

      Η  f  είναι συνεχής στο  R . 

      •  Στο  ( ,0)−   η  f  διατηρεί σταθερό πρόσημο.  Έτσι είναι  f(x) 0   για κάθε  x ( ,0) −  

          ή  f(x) 0   για κάθε  x ( ,0) − . 

           Αν  f(x) 0   για κάθε  x ( ,0) − , τότε  
2 2x 2 x 2f(x) e x 1 f(x) (e x 1)− = − −  = − − − ,  x 0 . 

           Αν  f(x) 0   για κάθε  x ( ,0) − , τότε  
2x 2f(x) e x 1= − − ,  x 0 . 

      •  Στο  (0, )+   η  f  διατηρεί σταθερό πρόσημο.  Έτσι είναι  f(x) 0   για κάθε  x (0, ) +  

          ή  f(x) 0   για κάθε  x (0, ) + . 

           Αν  f(x) 0   για κάθε  x (0, ) + , τότε  
2 2x 2 x 2f(x) e x 1 f(x) (e x 1)− = − −  = − − − ,  x 0 . 

           Αν  f(x) 0   για κάθε  x (0, ) + , τότε  
2x 2f(x) e x 1= − − ,  x 0 . 

 



      Έτσι πιθανοί τύποι της  f  είναι: 
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Γ3. Για κάθε  x R ,  
2xf (x) e 2x 2x =  − . 

      
2 2 2 2 2 2x x 2 x x 2 x xf (x) e 2x 2x e 2 2 4x e 2e 2 4x e 2(e 1) 0 =   +  − =  + − =  + −  ,  με το ίσον 

      να ισχύει μόνο για  x 0= . 

 

 

 

 

      Επομένως η  f  είναι κυρτή στο  R. 

 

Γ4. Θεωρώ συνάρτηση  φ(x) f(x 3) f(x)= + −   για κάθε  x R . 

      Για κάθε  x R ,  φ (x) f (x 3) f (x) 0  = + −    αφού,  
f γν.αύξ.

R
x 3 x f (x 3) f (x)



 +   +    

      f (x 3) f (x) 0 + −  . 

+  x

f (x)

f (x)

f(x)

+ +

− 0



      Άρα η  φ  είναι γνησίως αύξουσα στο  R  και άρα  1 1− . 

      Επομένως η εξίσωση γίνεται: 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. 
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Δ2. Από τη δοθείσα σχέση παραγωγίζοντας προκύπτει: 

       Για κάθε  x R ,  f (x) x f(x) xe f (x) 1 f (f(x))f (x) e f (x)(e f (f(x)) e 1    + = +  − = − . 

       Για  x 0   προφανώς  xe 1 0−    και άρα  f (x) 0  . 

       Επίσης  f (0) 1 0 =  .  Άρα  f (x) 0    για κάθε  x R   και η  f    είναι συνεχής ως 

       παραγωγίσιμη, αφού η  f   είναι δύο φορές παραγωγίσιμη. 

       Άρα η  f (x)   διατηρεί σταθερό πρόσημο στο  R   και επειδή f (0) 1 0 =  , θα είναι 

       f (x) 0    για κάθε  x R . 

       Άρα η  f   είναι γνησίως αύξουσα στο  R   που είναι ανοιχτό διάστημα και άρα δεν  

       παρουσιάζει ακρότατα.                           



Δ3. Η  f  είναι συνεχής στο  R   και γνησίως αύξουσα σ’ αυτό.  Άρα  
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       Σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής είναι  
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Δ4. Θέτω  u lnx= , οπότε  
1

du dx
x

= , 1u 0= , 2u π= . 

       Έτσι θέλουμε να δείξουμε ότι  
π

2

0
0 f(u)du π  . 

       Η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  R , άρα και στο  [0,π] . 

       0 u π f(0) f(u) f(π) 0 f(u) π          με τα ίσον να ισχύουν μόνο για  x 0=    

       και  x π=   αντίστοιχα. 

       Έτσι  
π π π π

2
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0du f(u)du πdu 0 f(u)du π        . (να γίνει η αντίστοιχη απόδειξη) 

 

 


