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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελ. 194 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 188 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 259 

Α4. α) Λάθος 

      β) Σωστή 

      γ) Λάθος 

      δ) Σωστή 

      ε) Σωστή 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 
2 2

z 4 2 z 1 z 4 4 z 1 (z 4)(z 4) 4(z 1)(z 1) ..... zz 4                  
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z 4 z 2    . Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z είναι ο κύκλος  

       με κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα  2. 

 

Β2. α) 
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      β) 
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       . Όμως w R και έτσι w 4 4 w 4     . 



Β3. 2 2 21 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1

z z z z
w 4 2 2 4 2 z z 2z z 0 (z z ) 0 z z

z z z z
                    . 

 1 3 1 1 1 1(ΑΓ) z z z 2iz z 1 2i 5 z        

 2 3 1 3 1 3 1 1 1 1(ΒΓ) z z z z z z z 2iz z 1 2i 5 z            . 

 Έτσι  (ΑΓ) (ΒΓ)   και άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 
x

2

e
f(x)

x 1



, x R .  Η  f  είναι συνεχής στο  R   ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

  Για κάθε x R  είναι  
x 2 x 2 x 2

2 2 2 2

(e ) (x 1) e (x 1) e (x 1)
f (x)

(x 1) (x 1)
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Έτσι f (x) 0   για κάθε x ( ,1) (1, )     και η  f  είναι συνεχής στο  1, άρα η  f  γνησίως  

αύξουσα στο R . 
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lim (x 1)
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. 

Η  f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο R  και έτσι  
x x

f(R) lim f(x) , lim f(x) (0, )
 

   .       

 

Γ2. Η εξίσωση ορίζεται στο  R .  Η  f  ως γνησίως αύξουσα είναι  11. 

 Έτσι η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 
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To  
3e

2
 ανήκει στο f(R)  και έτσι η παραπάνω εξίσωση έχει μία τουλάχιστον λύση, που είναι  

και μοναδική στο  R , αφού η f είναι γνησίως αύξουσα σε αυτό.     

       

 

 



Γ3. Θεωρώ την  
u

0
F(u) f(t)dt    με  fD R , αφού η  f  είναι συνεχής στο R . Η  F  είναι  

παραγωγίσιμη στο R  ως παράγουσα της  f  και έτσι ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ στο  

 2x,4x  για κάθε  x 0 .  Άρα υπάρχει ξ (2x,4x)  τέτοιο ώστε 

4x 2x 4x

0 0 2x
f(t)dt f(t)dt f(t)dtF(4x) F(2x)

F (ξ) f(ξ) f(ξ)
4x 2x 2x 2x
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Είναι 

4x
f γν. x 0 4x
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f(t)dt
ξ 4x f(ξ) f(4x) f(4x) f(t)dt 2xf(4x)
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 .   

 

      Β΄ τρόπος 

      Για κάθε  x 0   ορίζεται διάστημα  [2x,4x] . 

      Για κάθε  
f γν.αύξ.

t 4x f(t) f(4x) f(4x) f(t) 0      ,  με το ίσον να ισχύει μόνο για  t 4x . 

      Οπότε,  
4x 4x 4x 4x 4x

2x 2x 2x 2x 2x
f(t)dt f(4x)dt f(t)dt f(4x) dt f(t)dt f(4x) 2x          . 

 

Γ4. 

04x

0
2x

x 0 x 0 x 0 x 0
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 2f(0) 2 g(0)   .  Άρα η  g  είναι συνεχής στο  0. 

Οι συναρτήσεις F(4x)  και F(2x)  είναι παραγωγίσιμες στο R  ως συνθέσεις παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων και η 
1

x
 είναι παραγωγίσιμη στο (0, )  ως ρητή. Έτσι η  g  είναι παραγωγίσιμη 

στο (0, )  ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων, άρα και συνεχής. 

Άρα η  g  είναι συνεχής στο [0, ) .  Για κάθε x (0, )  ,  
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,  αφού 

4x

2x
2xf(4x) f(t)dt 0   για κάθε  x 0 , 

λόγω του  Γ3  ερωτήματος και  
f γν.x 0

αύξουσα
4 2 4x 2x f(4x) f(2x)



     . 

Άρα η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο [0, ) .      

 



ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Για κάθε x R ,  f (x) f (x) f (x) f (x) f (x) f (x)f (x)(e e ) 2 f (x)e f (x)e 2 e e (2x)              . 

 Άρα υπάρχει σταθερά  c R ,  τέτοια ώστε  f (x) f(x)e e 2x c     για κάθε  x R . 

 Για  x 0   προκύπτει  c 0 . 

 Οπότε για κάθε x R , f (x) f (x) f (x) 2f (x) f (x)

f (x)

1
e e 2x e 2x e 1 2xe

e

          

  
2

2f(x) f (x) 2 2 f(x) 2 f(x) 2e 2xe x x 1 e x x 1 e x x 1                  (1) 

 Θεωρώ  f (x)g(x) e x  , x R   με  g(x) 0   λόγω της  (1),  αφού  2x 1 0  . 

       Η  g(x)   συνεχής στο  R   και  g(x) 0   για κάθε  x R ,  δηλαδή η  g  διατηρεί  

       σταθερό πρόσημο στο  R . 

       Είναι  f (0)g(0) e 1 0   ,  οπότε  g(x) 0   για κάθε  x R . 

Έτσι η (1) γίνεται:  f (x) 2 f(x) 2 2e x x 1 e x 1 x f(x) ln x 1 x            

για κάθε  x R .       

 

Β΄ τρόπος 

Για κάθε  x R ,  f (x) f (x) f (x) f (x)f (x) e e 2 e f (x) e f (x) 2              

f (x) f (x)(e e ) (2x)    . 

 Άρα υπάρχει  c R   τέτοια ώστε  f (x) f(x)e e 2x c     για κάθε  x R . 

Για  x 0   προκύπτει  c 0 . 

Για κάθε  x R ,  f (x) f (x)e e 2x     (1) 

Θεωρώ  x xg(x) e e  ,  x R . 

Η  g   συνεχής στο  R  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

Για κάθε  x R ,  x xg(x) e e 0    ,  άρα  g  γνησίως αύξουσα στο  R  και  1 1 . 

Επομένως η  (1)  γράφεται ισοδύναμα,  
g 1 1

2 2g(f(x)) g(ln(x x 1)) f(x) ln(x x 1)


       , 

x R . 

 



Δ2. α) Η  f   συνεχής στο  R   ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων . 

           Για κάθε  x R ,   2 2
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           Για κάθε  x R ,  
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           Η  f   είναι κυρτή στο  ( ,0] ,  κοίλη στο  [0, )   και η  fC  παρουσιάζει σημείο καμπής  

           το Α(0,f(0)) , δηλαδή το  Α(0,0) . 

      β) Η εξίσωση της εφαπτομένης της  fC   στο σημείο  Α(0,0)   είναι η ευθεία  (ε)  με εξίσωση 

           ε : y f(0) f (0)(x 0) y x     . 

           Εφόσον η  f   είναι κοίλη στο  [0, ) ,  η εφαπτομένη βρίσκεται πάνω από τη  fC  

           με εξαίρεση το σημείο επαφής.  Έτσι για κάθε  x [0, )    έχουμε  f(x) x f(x) x 0    . 

           Έστω  Ω  το χωρίο που περικλείεται από την  fC ,  την ευθεία  y x   και τις ευθείες  

    

f (x)
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           x 0   και  x 1 .  Τότε:  
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 τ.μ. διότι: 
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2 2

0 0

ln(1 2) x 1 dx ln(1 2) x 1 ln(1 2) 2 1
             

   . 

            

Δ3. Είναι  f (x) 0    για κάθε  x R   και  f(0) 0 .  Επομένως για κάθε   

       
f γν.αύξ.

x 0 f(x) f(0) f(x) 0     . 

      Οπότε το ζητούμενο όριο γίνεται  
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      Έτσι  
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Δ4. Θεωρώ τη συνάρτηση  
x 2 x

2 2

0 0
h(x) (x 2)(1 3 f(t )dt) (x 3)(8 3 f (t)dt)



       ,  x [2,3] . 

        Η  2f (t)   συνεχής στο  [2,3] ,  άρα  
x

2

0
f (t)dt   παραγωγίσιμη συνάρτηση στο  [2,3] , 

          δηλαδή και συνεχής σε αυτό. 



          Επομένως η  
x

2

0
(x 3)(8 3 f (t)dt)     συνεχής στο  [2,3]   ως γινόμενο συνεχών 

          συναρτήσεων στο  [2,3] . 

        Η  2f(t )   συνεχής στο  [2,3] ,  άρα  
x

2

0
f(t )dt   παραγωγίσιμη συνάρτηση στο  [2,3]  

          δηλαδή και συνεχής σε αυτό.  Επίσης,  
x 2

2

0
f(t )dt



   συνεχής στο  [2,3]   ως σύνθεση 

          των συνεχών στο  [2,3]   συναρτήσεων  x 2   και  
x

2

0
f(t )dt .   

          Έτσι,  η  
x 2

2

0
(x 2)(1 3 f(t )dt)



     συνεχής στο  [2,3]   ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων. 

          Τελικά η  g   είναι συνεχής στο  [2,3]   ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων. 

          
2

2

0
h(2) 3 f (t)dt 8 0    

          
1

2

0
h(3) 1 3 f(t )dt 0    

      Στο  [0, )   είναι  f(x) x   με το ίσον να ισχύει μόνο για  x 0 . 

      Για κάθε  t [0,1] ,  2 2 2 2 2 2f(t ) t f(t ) t 0 t f(t ) 0         με το ίσον να ισχύει για  t 0 . 

      Επομένως,  
1 1 1 1 1
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   . 

      Για κάθε  t [0,2] ,  2 20 f(t) t 0 f (t) t       με το ίσον να ισχύει για  t 0 . 

      Επομένως,  
2 2
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0 0
f (t)dt t dt  
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2 2 2
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t 8
f (x)dx f (t)dt 3 f (t)dt 8

3 3

 
     
 

   . 

      Έτσι προκύπτει ότι  h(2) h(3) 0    και σύμφωνα με το Θ.Βolzano η εξίσωση 
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x 2 x
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1 3 f(t )dt 8 3 f (t)dt

0
x 3 x 2



 
  

 

 
  έχει  μία  τουλάχιστον ρίζα στο  (2,3) . 

 

 


